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CAPÍTULO 


RAZONES Y PROPORCIONES 


l2ajes esperados 


Reconoce las razones aritméticas y geométricas, y las relaciona 
para obtener las proporciones aritméticas y geométricas. 


Aplica las propiedades en la resolución de los problemas que se 
presentan en la vida cotidiana. 


E e / Helicocumiosidades 


¡Veamos! 


Un número nada fácil de imaginar, que convive con la humanidad (porque aparece en la 
naturaleza y desde la época griega hasta nuestros días en el arte y el diseño), es el llamado 
número de oro o también sección áurea o proporción áurea. 


die pas =1,618034... 


Los egipcios descubrieron la proporción áurea por análisis y observación, buscando medi- 
das que les permitiera dividir la Tierra de manera exacta, a partir del hombre, utilizando la 
mano, el brazo, hasta encontrar que medía lo mismo de alto que de ancho con los brazos 
extendidos y encontraron que el ombligo establecía el punto de división en su altura y esta 
misma se lograba de manera exacta, rebatiendo sobre las bases de un cuadrado, una diagonal 
trazada en la mitad de la base a una de sus aristas. La proporción áurea pasó de Egipto a 
Grecia y de allí a Roma. Las más bellas esculturas y construcciones arquitectónicas están 
basadas en dichos cánones. 


En relación al cuerpo humano, los griegos y romanos estudiaron las proporciones que se 
consideraron armónicas. Leonardo da Vinci estudió estas proporciones y lo plasmó en el 
dibujo mostrado (el hombre de Vitruvio). 
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Este sirvió para ilustrar el libro La divina proporción, de Luca Pac- 
cioli en 1509, En él, Paccioli propone un hombre perfecto en el que 
las relaciones entre las distintas partes de su cuerpo sean proporciones 
áureas. 


Hacia el año 1850, el alemán Zeysig vuelve a descubrir la proporción 
áurea, la que había caído en el olvido por espacio de más de dos 


siglos. Él llama a esta proporción áurea “ley de las proporciones” y 


declara que se cumple en las proporciones del cuerpo humano, de las 
especies animales que se distinguen por la elegancia de las formas, 
en ciertos templos griegos (particularmente el diseñado por Fidias, el 


Partenón), en botánica y hasta en música. Luca Paccioli 


En las estatuas antiguas y en los hombres perfectamente proporcionados, el ombligo divide su altura total, según la 
sección áurea. Esta comprobación, que está de acuerdo con los cánones muy estudiados de Durero y de Leonardo, 
han sido hechas nuevamente en las estatuas griegas de la época de Fidias. 


Pero lo que quizás nos pueda resultar más curioso es la presencia de la razón áurea en la naturaleza. Hay 
enigmáticas conexiones de la espiral de los nautilus (un tipo de caracol) y las espirales de los girasoles con la 
razón áurea. 


El propio Zeysig efectuó medidas sobre miles de cuerpos humanos y encontró que este canon ideal parece ser la 
expresión de una ley estadística media para los cuerpos sanamente desarrollados. Encontró, al operar sobre esta 
serie de observaciones, que las proporciones del cuerpo masculino oscilan en torno a la razón media: 


Altura total (A) _ 
Distancia del ombligo a la planta de los pies (n) 


Por lo demás, Zeysig no se limita a la medida de esta razón de h/n en los adultos, sino que también estudia su va- 
riación durante el crecimiento. Observa que en los recién nacidos el ombligo divide al cuerpo en dos partes iguales, 
de modo que la razón h1/n tiende gradualmente hacia su valor definitivo. 


6 $ Aquí nos preparamos, para servir mejor a Dios y al Hombre 


Aritmética 


A / Melicoreoríta 


RAZONES Y PROPORCIONES 


RAZÓN 


Es la comparación de dos cantidades, generalmente ho- 
mogéneas (expresadas en las mismas unidades). 


Ejemplo 


Las edades de Carlos y Lorena son 30 y 18 años, respec- 
tivamente. 


Comparamos las edades mediante la sustracción. 


30 años - 18 años = 12 años 
A A 


y 
Razón Valor de la razón 


En este caso afirmamos que: “La edad de Carlos excede 
a la edad de Lorena en 12 años”. Esta razón recibe el 
nombre de aritmética. 


También dichas edades pueden ser comparadas mediante 
la división. 

30 años _ 

18 años 


== 
Razón 


Aquí se afirma que: “Las edades están en razón o relación 
de 5 a 3”. Esta razón recibe el nombre de geométrica. 


En ambos casos, las edades de 30 años y 18 años se deno- 
minan antecedente y consecuente, respectivamente. 
Ejemplo 


Halle el valor de la razón aritmética y geométrica de los 
volúmenes de los recipientes A y B que son 7,5 L y 5 L, 
respectivamente. Interprete las razones. 

> Para la razón aritmética 


Antecedente 
A 


75L - SL =25L 
== 
Consecuente 


Interpretación 


“El volumen de A excede al volumen de B en 
DIAL: 


Para la razón geométrica 


Antecedente + 7,5 L ES 3 
Consecuente +< 5L 2 
Interpretación 


“Los volúmenes de A y B están en la relación de 3 a 2”. 
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En general, para las medidas a y b de dos magnitu- 
des se tiene que 


a > antecedente 
b > consecuente 


r y k > valores de las razones 


O lrcrvación 


La razón o relación geométrica es de mayor aplicación 
en la vida cotidiana, por ello cuando en el texto de un 
problema solo se indique razón o relación se entende- 
rá que es la geométrica. 


Ejemplo 
La relación entre los pesos de Ana y Eva es de 5a 7, 


respectivamente. Esto quiere decir que 
Peso de Ana 


Peso de Eva 
EAN PRA 
Razón geométrica 
Una razón aritmética no cambia de valor si al antece- 


dente y al consecuente se le suma o resta un mismo 
número. 


Así ocurre, por ejemplo con las edades de dos perso- 
nas: la diferencia de sus edades se mantiene constan- 
te. 


. Una razón no cambia de valor si el antecedente y el 
consecuente se multiplican o dividen por un mismo 
número. 


Así, cualquier razón de números racionales se puede 
expresar de tal manera que ambos términos sean en- 
teros sin ningún factor común (excepto la unidad). 


Ejemplos 


12 
15 


PROPORCIÓN 


Es la igualdad indicada y que se verifica en valor numéri- 
co de dos razones de la misma clase. 


En consecuencia, se tiene dos clases de proporción. 


1. Proporción aritmética 
Se forma al igualar dos razones aritméticas. 


Ejemplo: Sean los siguientes datos: 
Cam] a | pep» 


Comparando mediante la sustracción: 
Proporción aritmética 


20 m/s — 17 m/s = 18 m/s — 15 m/s = 3 m/s 


| Términos medios | 


Términos extremos 


La velocidad de A excede a la velocidad de B tanto 
como la velocidad de C excede a la velocidad de D. 
Dependiendo de los términos medios se tendrá 
a. Proporción aritmética discreta 

Cuando los términos medios son diferentes. 


Ejemplo 
15-11 =20- 16 
—— 
Cuarta diferencial 
de 15; 11 y 20 
. Proporción aritmética continua 
Cuando los términos medios son iguales. 
Ejemplo 
24 - 19 = 19- 14 
Es 


Tercera diferencial 
de 24 y 19 


En general 


PROPORCIÓN ARITMÉTICA 


Discreta Continua 


Extremos Extremos 


Medios Medios 
cuarta diferencial|b: media diferencial 
dea,byc deayc 
: tercera diferencial 
deayb 


Proporción geométrica 


Se forma al igualar dos razones geométricas. 
Ejemplo 
Sean los siguientes datos: 


[res [A] B| Cc] »] 
JA eN ) 


Comparando mediante la división 


Donde: — 18 y 10 son los términos extremos. 
12 y 15 son los términos medios. 
Interpretación 


La edad de A es a la edad de B tanto como la edad 
de C es a la edad de D. 


Dependiendo de los valores de los términos medios 
se tendrán dos tipos 


a. Proporción geométrica discreta 


Cuando los valores de los términos medios son 
diferentes. 


Ejemplo 


CT 


Formando la proporción: 


15_ 12 


AAA Cuarta proporcional 
> 
20 16 de 15; 20 y 12 


Proporción geométrica continua 


Cuando los valores de los términos medios son 
iguales. 


Ejemplo 


MES E 


Formando la proporción: 
Media proporcional 
de 12 y 27 
RS 
— 
Tercera proporcional 


de 12 y 27 


En general 


PROPORCIÓN GEOMÉTRICA 
Discreta Continua 


Cc 
d 


da 
b 


d: cuarta proporcional |b: media proporcional 
dea,byc dea yc 

: tercera proporcional 
deayb 
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Aritmética 


E 2» / Helicosimiesis 


RAZONES Y PROPORCIONES 


Aritmética Geométrica 


Proporción Proporción 


Discreta Discreta 


a-b=c-d=r 


Continua 


a-b=b-c=r 
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e Problemas resueltos 


1. 


Dos números son entre sí como 7 es a 9. Si la suma 
de dichos números es 320, halle el número mayor. 


Resolución 


Si uno de los números es como 7 y el otro como 9, 
la suma será como 16, pero nos dicen que la suma 
es 320, es decir, 16 x 20. 


Luego, el número mayor es 9 x20 = 180. 


Rpta.: 180 


La media proporcional de dos números es 15. Si la 
proporción continua que se forma tiene por razón 
3/5, ¿cuál es la diferencia de los extremos? 


Resolución 


Se tiene la proporción 


De donde Eo En entonces a =3:3 =09,. 
15 5 


Asimismo, a = 5 entonces c = 5: 5 = 25. 
Cc 


Por lo tanto, la diferencia de los extremos es 
25-9=16 
Rpta.: 16 


Las edades de Armando y Juan son 40 y 24 años, 
respectivamente. ¿Dentro de cuántos años sus eda- 
des estarán en la relación de 11 a 7? 


Resolución 


La diferencia de sus edades es 40 - 24 = 16. 
Esta diferencia debe ser la misma siempre. 


Dentro de cierta cantidad de años, el mayor tendrá 
como 11 y el menor como 7. La diferencia de sus 
edades será como 4, pero debe ser 16, es decir, 4 : 4. 


Luego, el mayor tendrá 11 - 4 = 44 años. Esto 
ocurrirá dentro de 44 - 40 = 4 años. 


Rpta.: 4 


A le da a B 200 m de ventaja en una carrera de 1000 m; 
mientras que B le da a C 250 m de ventaja para otra 
carrera de 1000 m. ¿Cuánto de ventaja debe darle A 
a C en una carrera de 2000 m? 


Resolución 


1.* 


> € — 
2000 12000 
. Debe darle 800 m de ventaja. 


Rpta.: 800 m 


La suma de los términos de una proporción geomé- 
trica continua es 75 y la diferencia de los extremos, 
15. Halle la medida proporcional. 


Resolución 


E = A > Suma: ck?+2ck+c=c(k+ 1)2=75 
C c 


Diferencia de 
extremos: ck?- c = c(k+1(k-1)=15 


ED. 15 
c(k+1Xk-1) 15 


2 
k=>=yc=27 
3 y 


Media proporcional: ck = 18 
Rpta.: 18 
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Aritmética 


Ah Elelicopráciica 


Dos números son entre sí como 7 es a 9. Si el pro- 
ducto de dichos números es 1575, calcule su diferen- 
cia. 


Las edades de Roberto y Carlos son 30 y 24 años, 
respectivamente. ¿Dentro de cuántos años la razón 
de sus edades será de 7 a 6? 


Una bolsa contiene 180 bolas de las cuales 120 son 
negras y las restantes blancas. ¿Cuántas bolas blan- 
cas se deben retirar de la bolsa para que por cada 
bola blanca existan 4 negras? 


Halle el valor de 


S+A+C+O 


es la media diferencial de 53 y 17. 
es la tercera proporcional de 4 y 8. 
es la cuarta proporcional de 2; 8 y 6. 


es la cuarta diferencial S, A y C. 


El producto de los cuatro términos de una propor- 
ción geométrica continua es 4096. Si uno de los ex- 
tremos es — del otro, calcule la suma de dichos 
extremos. 


Dada la proporción 2 - e donde aj = EN 
bc a bc 16 


además a+b+c = 36, halle el valor de b. 


Se tienen tres toneles de vino cuyos volúmenes son 
proporcionales a 5, 7 y 12. Si del tonel que tiene más 
vino se saca 16 litros y se distribuye en los otros dos, 
resulta que al final los tres contienen la misma canti- 
dad de vino. ¿Cuántos litros de vino hay en total? 


Alfonso ahorra S/ 200 diarios. Si lo que cobra y lo 
que gasta diariamente esta en la relación de 11 a 7, 
determine en cuánto deben disminuir sus gastos dia- 
rios para que la relación entre lo que cobra y gasta 
sea de 5 a2. 


h e 
$ e Hielicotaller 


Nivel 1 


Dos números son entre sí como 8 es a 13. Si el 
producto de dichos números es 936, calcule su dife- 
rencia. 


Resolución 
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Las edades de Rúben y Walter son 48 y 30 años, 
respectivamente. ¿Dentro de cuántos años la razón 
de sus edades será de 10 a 7? 


Resolución 


Nivel 1 El prooelo de los sea términos 26 una propor-_| 
| ción geométrica continúa es 1296. Si uno de los | 

Una bolsa contiene 500 bolas de las cuales 320 son extremos es — del otro, calcule la suma de dichos 

negras y las restantes blancas. ¿Cuántas bolas blan- | extremos. 

cas se deben retirar de la bolsa para que por cada 


Resolución 
bola blanca existan 10 negras? 


Resolución 


Nivel 01 


Dada la proporción 2 = E donde dia 
b c a b 


Halle el valor de 


S+A+C-0O 
además a+b+c = 21, halle el valor de b. 


dad A Resolución 
es la media diferencial de 63 y 51. 


es la tercera proporcional de 5 y 10. 


es la tercera diferencial de 42 y 35. 


O o: es la cuarta diferencial C, A y $. 


Resolución 
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Se tienen tres toneles de vino cuyos volúmenes son 
proporcionales a 2, 3 y 7. Si del tonel que tiene más 
vino se saca 18 litros y se distribuye en los otros dos, 
resulta que al final los tres contienen la misma canti- 
dad de vino. ¿Cuántos litros de vino hay en total? 


Resolución 


Aritmética 


Hernán ahorra S/ 60 diarios. Si lo que cobra y lo que 
gasta diariamente esta en la relación de 8 a 5, de- 
termine en cuánto debe disminuir sus gastos diarios 
para que la relación entre lo que cobra y gasta sea de 
2al. 


Resolución 


9 Helicodesañío 


2. 


El número de cajas que lleva un camión A es los z 


de los que lleva un camión B y las cajas que lleva 
el camión B son los . de otro C. Si a la cantidad de 


cajas que llevan entre A y B le quitamos 210 cajas se 
tendrían tantas como las que se llevan en el camión 
C. ¿Cuántas cajas lleva el camión B? 


A) 600 B) 480 C) 520 
D) 500 E) 300 


Colegio Particular 


Una lista única se presenta a elecciones en pos del 
decanato de la Facultad de Estadística. Para esto re- 
quiere obtener a favor “la mitad más uno” de los 
votos emitidos. Si de cada 11 votos 2 eran vicia- 
dos, por cada uno de estos 2 eran en contra, además 
el número de votos a favor y en contra suman 90, 
¿cuántos votos le faltó para ganar? 


A) 3 votos 
D) 8 votos 


B) 5 votos 
E) 6 votos 


C) 7 votos 


Fa // taliicorato 


Hace 5 años las edades de María y Timoteo estaban 
en la relación de 5 a 3 y dentro de 9 años estarán en 
la relación de 11 a 8. Determine la edad actual de 
María. 

A) 30 B) 32 C) 35 

D) 31 E) 33 


Actualmente, las edades de dos personas son 19 y 24 
años. ¿Dentro de cuántos años la relación de dichas 


edades será > 
A) 2 B) 4 O 6 
D) 8 E) 10 


La razón geométrica entre dos números, cuya suma 
es 65, se invierte si se añade 17 al menor y se quita 
17 al mayor. ¿Cuál es el menor de dichos números? 


En una proporción geométrica, el producto de los 
extremos es 36 y la suma de los medios es 13. Cal- 
cule la diferencia de los medios. 

A) 14 B) 5 C) 3 

D) 9 E) 4 


Calcule la suma de la cuarta proporcional de 2; 6 y 
17 con la media diferencial de 65 y 23. 

A) 9 B) 92 C) 93 

D) 95 E) 101 


A) 24 B) 30 C) 40 
D) 21 E) 23 


AS, Helicotarea 


El producto de los cuatro términos de una propor- 
ción geométrica continúa es 20736. Si uno de los 


Nivel 1 


Las edades de Luis y Pedro son 50 y 45 años, res- 
pectivamente. ¿Dentro de cuántos años la razón de 
sus edades será de 14 a 13? 


extremos es 5 del otro, calcule la suma de dichos 
extremos. 

A) 10 B) 12 C) 13 
D) 18 E) 20 


A) 50 B) 60 C) 40 
D) 20 E) 30 


Una bolsa contiene 200 bolas de las cuales 140 son 
negras y la restantes blancas. ¿Cuántas bolas blancas 
se deben retirar de la bolsa para que por cada bola 
blanca existan 5 negras? A) 8 B) 18 C) 7 


C) 40 D) 9 E) 12 


Dos números son entre sí como 9 es a 13. Si el produc- 
to de dichos números es 468, calcule su diferencia. 
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Nivel M 
1,1_19 


: 1 
Dada la proporción Mm = a donde —+=+===—, 
n p m n p 7 


además n+m+p = 38, halle el valor de ». 


A) 10 B) 18 C) 8 
D) 12 E) 14 


Si a es la cuarta diferencial de 32; 22 y 18; mientras 
que b es la tercera diferencial de 14 y 10, determine 
la media diferencial de a y b. 

A) 7 B) 8 C) 9 

D) 6 E) 5 


Si en la razón geométrica de dos números cuyo pro- 
ducto es 96, al menor se le suma 4 y al mayor se 
le resta 4, la razón se invierte. Calcule la suma de 
dichos números. 

A) 8 B) 20 Cc) 12 

D) 16 E) 18 


En una bolsa se tienen 200 caramelos, de los cuales 
80 son de fresa y el resto de limón. ¿Cuántos cara- 
melos de fresa se deben agregar para que por cada 4 
caramelos de fresa haya 5 de limón? 

A) 10 B) 12 C) 16 

D) 20 E) 40 
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Aritmética 


Nivel MI 
Dos vehículos parten simultáneamente de dos ciu- 
dades opuestas cruzándose a 630 km de una y a 
420 km de la otra. Si uno de ellos saliera 2 horas 
20 min antes se encontrarían en la mitad del ca- 
mino. Determine la velocidad, en km/h, del más 
lento. 


A) 125 B) 75 C) 112,5 
D) 81 E) 91 


. En el partido Cristal vs. Vélez 420 personas hacen 


apuestas sobre cuál sería el ganador. Al comienzo 


z a 3 
las apuestas favorecen al Vélez, en razón de 7 que- 


dando al final favorable al Cristal en la razón de 6 a 
1. ¿En cuántas personas se incrementaron las apues- 
tas a favor de Cristal? 

A) 22 B) 154 C) 200 

D) 192 E) 130 


CAPÍTULO 


SERIE DE RAZONES GEOMÉTRICAS 
EQUIVALENTES 


1 Aprendizajes 


sd 
14 > Establece series de razones geométricas equivalentes. 


>»  Sustenta las propiedades de las series de razones equivalentes y las 


, / Tlelicocurmiosidades 


Sucesión de Fibonacci 


Leonardo de Pisa conocido como Fibonacci, contracción de filius Bonacci, es decir, el hijo 
de Bonacci, nace en Pisa, posiblemente hacia 1170 y muere sobre 1250. 


Al ser su padre representante comercial de la ciudad de Pisa en Argelia, estuvo en contacto 
con la cultura árabe, interesándose especialmente por sus matemáticas. 


Su obra principal fue el Liber Abaci (o Libro acerca del ábaco), una extensa obra que contiene 
casi todo el conocimiento algebraico y aritmético de la época. En ella Fibonacci exponía, entre 
otras cosas, la importancia del sistema de numeración indoarábigo. Escrito en 1202, solo se con- 
serva la versión de 1228 (segunda versión). En él aparece (págs. 123 y 124) un problema sobre el 
nacimiento de conejos y que nada tuvo de significativo hasta que, a comienzos del siglo pasado, 
fue objeto de numerosos estudios que permitieron descubrir muchas de las propiedades que tiene. 
Aunque anteriormente Kepler (De Nive Sexangula) ya había relacionado la sucesión de Fibonacci 
con la sección áurea y el crecimiento de las plantas. 


En honor a Fibonacci, la sucesión definida por 
==> 
= > 
Y A O A E 
recibe el nombre de sucesión de Fibonacci y sus términos, números de Fibonacci. 


Los primeros términos de la sucesión de Fibonacci son: 
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Aritmética 


En ella F, el 377, es el resultado buscado por Fibonacci. En su Liber Abacci (Libro acerca del ábaco), Fibonacci 
propuso el siguiente problema: “Tenemos una pareja de conejos, si en cada parto obtenemos una nueva pareja y 
cada nueva pareja tarda un mes en madurar sexualmente y el embarazo dura un mes, ¿cuántas parejas tendremos en 
12 meses?”. 


— 
x q 


hy 
Y. 
% 


Ca 


La respuesta es: 1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21;... Cada número se obtiene sumando los dos anteriores. 
La sucesión de Fibonacci tiene muchas propiedades curiosas: 
La suma de los n primeros términos es 
a; + a, A 
La suma de los términos impares es 


a; +4; OA + Or 1 = Qa 


La suma de los términos pares es 


4, Fa¿+... + a), 1 


o +17 
La suma de los cuadrados de los n primeros términos es 
2 2 
af + atm. 


Si n es divisible por m, entonces a, es divisible por a,,. 


Los números consecutivos de Fibonacci son primos entre sí. 


La propiedad más curiosa de esta situación es que el cociente de dos números consecutivos de la serie se aproxima 
a la razón áurea. Esto es 
a , 1+45 
Ll tiende a 
a, 2 
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2 / Helicoteorta 


SERIE DE RAZONES GEOMÉTRICAS EQUIVALENTES 


Dadas las siguientes razones: 
6 15 12 21 
—=3=>==3=3y>=3 
2 a 


como todas ellas tienen el mismo valor numérico se po- 
drán igualar y de ese modo se formará la serie de razones 
geométricas equivalentes. 


Antecedente 
15 12 21 
5 4 7 


Consecuentes 


3-> Constante de 
proporcionalidad 


Además se tiene que 
6 = 2(3) 
15 = 5(3) 
12 = 4(3) 
21 =7) 


Del cual se deduce el siguiente principio fundamental: 


Antecedente = Consecuente (Constante) 


> Al efectuar la adición de las igualdades se tiene 


6+15+12+21=3Q+5+4+7) 


Antecedente 


6+15+12+21 


2+5+4+7 
AAA 
Consecuentes 


= 3) Cuarta de 
proporcionalidad 


> Al multiplicar los términos de las igualdades en for- 


ma ordenada se tiene 


6:-15-12:21=3%2-5-4-7) 


Producto de 
antecedente 


6-15-12-21 _ ¿0> Numero de razones 
2:5:4:7 5 consideradas 


Producto de 
Consecuentes 


Ejemplo 
Sea la serie : 


De lo anterior 
Constante 
_ a+b+c_ atb-c 
8+44+9 8+4-9 


Antecedente 


E 


k —>> Constante de 
proporcionalidad 


Consecuentes 


Principio fundamental: 


a, +4, dE 


Ci +C, +C; +...C, 


+0 


Textualmente 


Suma de antecedentes — k 
Suma de consecuentes 


4 +0), Az... 


Cra lgte..” 


Textualmente 


Producto de antecedentes _ 
Producto de consecuentes 


R: número de razones consideradas 


Serie de razones geométricas continuas equivalentes 


Propiedad 


Sa 


12. 18 27 13 


Constante 


E Aquí nos preparamos, para servir mejor a Dios y al Hombre 


Aritmética 


E a» / melicosimieasis 


Propiedad fundamental 
a=b:k 
c=d:k 

=f-k 

=h:k 


e 
8 
a, C, €, g,... antecedentes 


b, d, f, h,... consecuentes También se cumple 


k: constante de proporcionalidad Suma o diferencia 


de antecedentes 


Suma o diferencia — 


Puede ser discreta, como Puede ser continua, como de consecuentes 
por ejemplo por ejemplo 
24 _ 18 1 81 54 36 24 
5 


O 5136 TS 


2 2 
Se puede expresar 


US de dk? dk 
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Fa / Problemas resueltos 


' D 
Sabiendo que EE y ab = 24, calcule 
2.35 
5a + 2b -c. 


Resolución 


Del enunciado 


a=2k, b=3k, c = 5k 
2k:3k =24>k=2 
5a + 2b-c = 11k = 22 


i 36+a_a+b_ b+54 
a D 


S 


, calcule a : b. 


Resolución 


Por propiedad se reduce a 


Rpta.: 1944 


En una serie de cuatro razones geométricas equiva- 
lentes y continuas, cuya constante de proporcionali- 
dad es 3, la diferencia de su tercer consecuente con 
su segundo término es 96. Calcule la suma de los 
términos extremos. 


Resolución 


Del enunciado tenemos que 


Silk 27k 9k  3k 


27k 9% 3k k 


Dato 27k - 3k = 96 
k=4 
81k + k = 82k = 328 


Rpta.: 328 


, además m + n + p = 128, calcule 


>m+n+p=64k = 128>k=2 


m=90,n=20yp = 18 


¿.m«n:p = 32 400 
Rpta.: 32 400 


En una serie de tres razones geométricas equivalen- 
tes y continuas, el primer antecedente es al último 
consecuente como 8 es a 27. Si la suma de antece- 
dentes es 76, halle el primer consecuente. 


Resolución 


A a E 
b c 2n 27n 3 


$4 Ba 156 2 e crraisa=76 


l2a 181 27a 3 


>a=2 
.. 12a = 24 


Rpta.: 24 


Aquí nos preparamos, para servir mejor a Dios y al Hombre 


Aritmética 


o / melicopráciica 


-=— 
: z L , la dif Í 1 ú 
E A Ea a ql erencia de producto pe dos números 
9 7 11 están en la misma relación que los números 5; 1 y 
halle el valor de p. 30. Determine el número mayor. 


Se tienen la siguiente serie de razones . En una serie de tres razones geométricas equiva- 
lentes se conoce que el producto de antecedentes es 
1280 y la suma de consecuentes es 78, calcule la 
suma de antecedentes si el producto de consecuentes 
es 4320. 


En una serie de tres razones geométricas equivalen- 
tes y continuas se cumple que la suma del primer 
S+A+C+0O antecedente y el último consecuente es 390. Calcule 
la suma de los antecedentes si la suma de las tres 


A razones es 3 
=2=C, además D+I+A+N+A=220, 4 


donde D + N = 100, calcule . — Tres números son entre sí como 3; 5 y 11. Si se les 
quita 10; 16 y 46, respectivamente, se originan tres 
números que forman una progresión aritmética cre- 
ciente. Halle el menor de los números. 


C+FA+FNFA+FD+A 


SE 1, Elelicotaller 


Nivel I 2. Se tienen la siguiente serie de razones: 


Dada la serie la EE A además b.c = 540, 
13 9 15 


halle el valor de a. Sia-c-b-d = 2500, calcule a+ b+c+d. 


Resolución Resolución 


Colegio Particular E yA 


Nivel NM 


832' 


Resolución 


Si —=======>——, calcule P + E + R +U. 


La suma, la diferencia y el producto de dos números 
están en la misma relación que los números 13; 3 y 
80. Determine el número mayor. 


Resolución 


A 


donde R+M=35, calcule 


Resolución 


=—=P, además M+A+R+I+A=179, 


Nivel 11 


En una serie de tres razones geométricas equiva- 
lentes se conoce que el producto de antecedentes es 


P+R+I+M+A 1056 y la suma de consecuentes es 90. Calcule la 


suma de antecedentes si el producto de consecuentes 
es 16500. 


Resolución 


Aquí nos preparamos, para servir mejor a Dios y al Hombre 


En una serie de tres razones geométricas equivalen- 
tes y continuas se cumple que la suma del primer 
antecedente y el último consecuente es 351, calcule 
la suma de los antecedentes, si la suma de las tres 


6 
razones es 7 


Resolución 


Aritmética 


Tres números son entre sí como 2; 5 y 7. Si se les 
quita 5; 19 y 7, respectivamente, se originan tres 
números que forman una progresión aritmética cre- 
ciente. Halle el menor de los números. 


Resolución 


3 nHelicodesañío 


En una elección por votación se presentaron tres 
candidatos: A, B y C. Los que votaron a favor de A 
son a los que votaron a favor de B como 3 es a 2 y 
los que votaron por C fueron la quinta parte de la 
suma de los votos de A y B, pero si la mitad de los 
votos de C hubieran sido dados en partes iguales a 
A y B. ¿Cuál sería la relación entre los que votarían 
por A, B y C, respectivamente? 


A) 12:4:1 B) 11:7:3 C) 3:2:1 
D) 13:9:2 E) 9:5:2 


Colegio Particular 


Lucho y Alexis tienen 40 y 60 m? de jardín, respec- 
tivamente. Desean hacer conjuntamente el manteni- 
miento de dichos jardines por lo que contratan un 
ayudante trabajando los tres por igual. Al final el 
ayudante cobró S/40. ¿Cuánto más que Lucho ten- 
drá que pagar Alexis? 


A) S/ 16 B) S/ 32 C) S/ 24 
D) S/ 36 E) S/ 8 


yA Es, 
LN / Tilelicorieto 


$T , además P-A= 252, halle el valor de 


A) 100 B) 140 
D) 210 E) 80 


C) 200 


=k, además a+b+c=253 y ab=== >, 


halle el valor de d. 


A) 6 B) 7 0) 8 
D) 9 E) 10 


Dada la siguiente serie de razones geométricas con- 


tinuas L= > , Sabiendo que la constante de 
bc d es 
proporcionalidad es — E además d+b=30, halle el 


valor de c. 
A) 18 B) 24 C) 21 
D) 15 E) 12 


o Helicotarea 


Nivel 1 


Dada la serie aa, 
TS 11 


calcule el valor de b. 
A) 20 B) 15 C) 25 
D) 10 E) 45 


además a.c = 


: q j a 
Se tienen la siguiente serie de razones 
sia-c+b-d = 8100, calcule a+b+c+d. 


A) 240 
D) 300 


B) 250 
E) 310 


C) 270 


Si 2 además J4U+A+N+A= 
N A 7 


donde J+N=45, calcule 


J4U+N+THA 


B) 90 C) 93 
E) 74 


693, 


101, 


La suma, la diferencia y el producto de dos números 
están en la misma relación que los números 5; 3 y 
32. Determine el número mayor. 

A) 40 B) 36 C) 44 

D) 20 E) 32 


Nivel Ml 
Si—==:=:=: == E a calcule S+A+C+0O. 
S O 768 
A) 700 


D) 810 


B) 720 
E) 620 


C) 740 


La suma de cuatro términos de una proporción geomé- 
trica es 30. Si cada uno de los tres últimos términos es 
la mitad del precedente, ¿cuál es el último término? 
A) 2 B) 6 C) 4 

D) 8 E) 12 


Aquí nos preparamos, para servir mejor a Dios y al Hombre 


a A 
= 2, además 
E Ey 
a, +a,=128 


Cc, +C,=64 


a, +c¿=15 


halle el valor de c me 


A) 2 B) 3 
D) 5 E) 8 


En una serie de razones iguales, los antecedentes son 3; 
5; 7 y 8, y el producto de los consecuentes es 13 440. 
Determine el consecuente mayor. 

A) 16 B) 24 C) 18 

D) 32 E) 12 


Colegio Particular 


a b_c 
5 7 


Aritmética 


Nivel UI 


Si =>) a? + 2b? - c2=50, calcule 


a+b+30 

c-25 
B) 2 0) 3 
E) 5 


, halle el valor de e. 


B) 2 C) 4 
E) 8 


CAPÍTULO 


PROMEDIOS 


1 Aprendizajes 


Determina el representante más adecuado de un conjunto de valores 
llamado promedio. 


Utiliza las propiedades de promedios en la resolución de problemas 
en su entorno. 


Sá y / Eelicocurmiosidades 


¡Veamos! 


Tenemos un aula con 50 alumnos, de los cuales 40 tienen 16 años, 7 tienen 15 años y 3 
tienen 17 años. Si deseamos buscar la edad más representativa del aula, obviamente esta es 
la de 16 años. 


Se mencionará posteriormente que esta edad se tomará como la edad promedio de los alum- 
nos del aula, asumiéndose en algún instante que todos ellos son representados por dicho 
valor. 


El valor de 16 es conocido en este caso como una medida de tendencia central llamada 
MODA. 


En el capítulo trabajaremos con las medidas o promedios más conocidos: media aritmética, 
media geométrica y media armónica. 


De las siguientes edades 19; 13; 15; 12; 20; 15; 19; 12; 15 y 23; halle la moda. 
De las siguientes notas 10; 14; 12; 13; 14; 17; 20; 14; 17 y 11; halle el promedio. 
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Aritmética 


¿A / Melicoteortla 


PROMEDIOS 


Promedios o medias 
Media 


Una media de un conjunto de datos es un valor que puede 
representar o subsistir a todos los elementos del conjunto 
sin alterar una cierta característica de la misma. 


Dicho valor se encuentra comprendido entre el mínimo y 
el máximo dato del conjunto. 


En general, para n datos 


a, £ a, € a, € <a 


1 3 un a 


se tiene 


a Media 
1” (promedio) > 2 


Medias más usuales 
1. Media aritmética (MA) 


Cuando la característica del conjunto de datos es la 
suma, la media aritmética del conjunto de n datos 
a, 4,,..., , es un valor MÁ, tal que 


a, +a,+..+a,=MA+MA +... +MA=n-MA 


Por tanto 


Media geométrica (MG) 


Cuando la característica del conjunto de datos es el 

producto, la media geométrica del conjunto de n datos 

positivos a;, 4,,..., A, €s un valor positivo MG, tal que 
(a,Ya,) ... (a,) = (MGAMO) ... (MG) = (MG) 


Por tanto 


Solo definimos la media geométrica para datos posi- 
tivos. Así evitamos la posibilidad de que la media no 
exista. Por ejemplo, ¿cuál sería la media geométrica 
de 3 y -3? 


Media armónica (MH) 


Cuando la característica del conjunto de datos es la 
suma de las inversas de los datos, la media armónica 
de los n datos positivos 4,, 0,,..., Q, es Un valor 
MH, tal que 


1. 1 1 1 
— + — ho. +— + +...+ 
MH 


Colegio Particular 


Por tanto 


Solo definimos la media armónica para datos posi- 
tivos. Así evitamos la posibilidad que la media no 
exista. Por ejemplo, ¿cuál sería la media armónica 
de 7 y -7? 


Resumiendo 


Media _ Suma de los datos 
aritmética Números de datos 


Media _ [Producto de 
geométrica los n datos 


Número de datos 


Media _ 
armónica Suma de las inversas de los datos 


Ejemplo 


Un profesor proporciona la siguiente información a uno 
de sus alumnos para que calcule la media aritmética de 
sus notas. ¿Cuál fue esa nota promedio? 


Nota Peso 
Cuaderno 
Oral 
Práctica 


Examen 


Resolución 


Sabemos que 


Media _ Suma de los datos 
aritmética Números de datos 


En este caso, el peso que cada nota tiene significa que la 
nota tendrá la cantidad de veces que su peso indica. Por 
ejemplo, 12 lo tendremos 3 veces, esta característica ori- 
gina la media aritmética ponderada, por lo tanto 


Media _ 18(1)+17(1)+10(0)+12(3) _ 


A 13 
aritmética 1+1+2+3 


La nota media es 13. 
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La media aritmética ponderada 


Datos a,, a,,..., a, cOn pesos respectivamente iguales a 
12 n 
Pi» P7»»»> P €s definida por 


4 *P +4, *P,+-.-+4, *P, 
P+D) + FP, 
Ejemplo 


Las edades de tres amigos son 14; 17 y 23 años. Determi- 
ne la media aritmética de las edades actualmente, hace 2 
años y dentro de 3 años. 


Resolución 


Dentro de 3 
años 
17; 20 y 26 


Hace 2 años | Actualmente 


Edades 


Ene 
O 1521 16 L4+17+23_ ¡q 17420426 


de las 3 3 3 


12; 15 y 21 14; 17 y 23 


21 


Se observa que 


I. Cuando todas las edades disminuyen en 2 años la 
media aritmética también disminuye en 2 años. 


Cuando todas las edades aumentan en 3 años, la me- 
dia aritmética aumenta en 3 años. 


En general, del conjunto de n datos 4; Az... A, 
si cada uno de ellos (aumentado o disminuido) en x 
unidades su media aritmética quedará aumentada (o 
disminuida) en x unidades respectivamente. 


Ejemplo 


Un profesor revisa las pruebas de 5 de sus estudiantes 
cuyas notas son 13; 13; 12; 15 y 17, concluyendo que los 
3 primeros merecen 3 puntos más cada uno y los restan- 
tes 2 puntos menos cada uno. ¿Qué sucede con la media 
aritmética de las 5 notas iniciales? 


Resolución 


Media aritmética _13+13+12+15+17 _ 


o 14 
inicial 5 


Luego de la revisión las notas son: 


(13 + 3); (13 + 3); (12 + 3); (15 - 2) y (17 - 2) 


Así se tiene que la media aritmética final (MA) es 


MA, = 
p 5 


MA 
E 5 


————_ 


Media aritmética 
inicial 


15+13+12+15+17. 386)-20) E 


1341841015417 438) -20) 


15 
S 


—_—_— y ———— 
Variación de la 
media aritmética 


La media aritmética aumenta en 1. 


En general, para determinar la variación que experimenta 
la media aritmética de un conjunto de datos solo es nece- 
sario considerar el incremento o disminución de la suma 
de los datos. 


Incremento o disminución 
Variación de la en la suma de los datos 
media aritmética — Número de datos 


Propiedades 


1. [¡MH<MG<MA 


Obs.: MH = MG = MA <= Son cantidades iguales 


2. Paraayb. 


a+b 
2 


e MA = 


MH= 
Le AED 
a b 


>| MA(a, b)-MH(a, b)=[MG(a, b)1? 


E Aquí nos preparamos, para servir mejor a Dios y al Hombre 


Aritmética 


az 2 / Helicosimiesis 


PROMEDIOS 


Menor cantidad < Promedio < Mayor cantidad ) 


MA = Suma de cantidades 
Número de cantidades 


A a Número de cantidades 
MG = Número de cantidad Producto de cantidades | | MH= o , 
Suma de cantidades inversas 
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“Fe // Problemas resueltos 


El promedio geométrico de cuatro números enteros 
y diferentes es 3/3 . Determine el promedio aritmé- 
tico de dichos números. 


Resolución 
MG = (Va-b-c-d y = (3/3 y 
abod =343 
a:b:c:d =38 
bd y 
1-3-32.3% 
_ 14349427 _ 
4 


". MA 
Rpta.: 10 


Un camión recorre diariamente 120 km. Cierto día 
tuvo que utilizar dos llantas de repuesto, pero si se 
hubieran malogrado dos llantas más, entonces el re- 
corrido promedio por cada llanta sería 16 km menos 
que en el caso anterior. Determine el número de 
llantas con que normalmente se desplaza el camión. 


Resolución 


120x 120x 
x+2 x+2 


Lol 7 -16 
(x +2)(x +4) 
2A0x = J6(a+2)(x+4) 


15x =x2 + 6x +8 
9-x=8 
x(9 - x) = 8-1 
A y 


= 16 


.x=8 
Rpta.: 8 


La MG de dos números enteros positivos es 8/15. Si 
el mayor y menor promedio de dichos números son 
dos pares consecutivos, calcule la diferencia de di- 
chos números. 


Resolución 
MG = Va:b = 8V15 
a:b=8?-15 


Además 


(MG)?=(MHIMA) 


82-15= x(x+2) 
dh. sb 
30 32 


e a: b=8215 


Rpta.: 16 


La media armónica de tres números pares consecuti- 
vos es 13,808... Calcule la media aritmética. 


Resolución 


Sean los números: (a - 2); a; (a+2) > pares 
> (a - 2) < a < (a+2) 


y y 
MH MA 


y 
13,808... 


Los pares (a - 2) y a necesariamente deben ser 12 y 14. 


. Los números son: 12; 14 y 16. 
MA = 14 
Rpta.: 14 


Una tortuga atómica recorre los lados de un triángu- 
lo equilátero con velocidades de 30 km/h, 40 km/h y 
60 km/h. Determine el promedio de las velocidades. 


Resolución 


Recorren la misma longitud (triángulo equilátero), 
entonces al promedio de velocidades es el promedio 
armónico. 


MH=Promedio de velocidades = =40 km/h 


=== 
1 1 
+—+ 


Rpta.: 40 km/h 


Aquí nos preparamos, para servir mejor a Dios y al Hombre 


E= 
JA > 


El promedio aritmético de cuatro números es 48; al 
aumentar un quinto número, el promedio aumenta 
en 2 unidades. Halle el quinto número. 


El promedio de 12 números distintos es 14; el pro- 
medio de otros 14 números también distintos es 
12. Calcule el promedio de los 26 números. 


El promedio de las edades de 6 personas es 52 años. 
Si ninguna de ellas es menor de 48 años, entonces la 
máxima edad que puede tener cualquiera de ellas es 


La MG de tres números pares diferentes es 14. Cal- 
cule el promedio aritmético de dichos números. 


Nivel 1 


El promedio aritmético de cinco números es 56; al 
aumentar un sexto número, el promedio aumenta en 
4 unidades. Halle el sexto número. 


Resolución 


Colegio Particular 


Aritmética 


> 1 Elelicopráciica 


El producto de dos números por su MA, por MG y por 
su MH es 1024. Calcule la MG de dichos números. 


Un señor compra un auto y como obsequio le rega- 
lan tres llantas (de repuesto) de la misma calidad. Si 
después de haber viajado 2100 km no tiene llantas 
para cambiar, entonces se puede decir que cada llan- 
ta ha recorrido una distancia promedio de 


La MH de dos números es igual a la mitad del nú- 
mero mayor y la MA excede a la MH en 8 unidades. 
Calcule la diferencia de los dos números. 


El promedio de 40 números es 18. ¿Cuántos núme- 
ros 12 debemos eliminar para que el nuevo prome- 
dio resulte 24? 


» Hnelicotaller 


El promedio de 14 números distintos es 16; el pro- 
medio de otros 16 números también distintos es 
14. Calcule el promedio de los 30 números. 


Resolución 


Nivel MM 


El promedio de las edades de 5 personas es 53 años. . El producto de dos números por su MA, por MG y _| 


Si ninguna de ellas es mayor de 56 años, entonces la por su MH es 7776. Calcule la MG de dichos núme- | 


mínima edad que puede tener cualquiera de ellas es 108 


Resolución Es 
Resolución =|— 


Nivel MI 


La MG de tres números pares diferentes es 22. Cal- 


ai ; a Un señor compra un auto y como obsequio le rega- 
cule el promedio aritmético de dichos números. 


lan cinco llantas (de repuesto) de la misma calidad. —— 
Resolución Si después de haber viajado 360 km no tiene llantas 
para cambiar, entonces se puede decir que cada llan- 

ta ha recorrido una distancia promedio de 


Resolución 


32 515 Aquí nos preparamos, para servir mejor a Dios y al Hombre 


Aritmética 


La MH de dos números es igual a la mitad del núme- . El promedio de 30 números es 12. ¿Cuántos núme- 
ro mayor y la MA excede a la MH en 10 unidades. ros 15 debemos eliminar para que el nuevo prome- 
Calcule la diferencia de los dos números. dio resulte 10,5? 


Resolución Resolución 


PY, mnelicodesatío 


1. La media armónica de tres números pares consecutivos 2. El promedio aritmético de tres números pares es 


es 17,85. Calcule su media aritmética. = el promedio geométrico, igual a uno de ellos, y 
A) 18,2 B) 17 C) 17,9 


el promedio armónico, sis ¿Cuál es el menor de los 
D) 18 E) 20 7 


números? 
A) 3 B) 2 C) 4 
D) 6 E) 8 
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VA 3 Ñ 
== / rtelicometo 


El promedio de las edades de 6 personas es 18. Si A) 30 B) 36 C) 38 
la mayor tiene 23 años, calcule el promedio de las D) 42 E) 45 
edades de las otras 5 personas. 


A) 15 B) 16 C) 17 . El promedio de 50 números es 60. Si se retiran 10 
D) 13 E) 14 de ellos cuyo promedio es 40, ¿en cuánto varía el 
promedio? 


Calcule el promedio de A) 60 B) 63 CO) 75 
40; 40;... ; 40; 30; 30;...;30 D) 68 E) 65 
EAS E E 


2n veces 8n veces 


A) 32 B) 36 C) 38 . La media geométrica de tres números es 10 y su me- 


D) 34 E) 35 dia armónica es > Si uno de ellos es 25, calcule 


la media aritmética de los otros dos. 
La media geométrica de 3 números pares diferentes A) 4 B) 5 06 
es 14, ¿Cuál es la media aritmética de dichos núme- 


D) 7 E) 8 
ros? 


/ elicotarea 
Én— 


Nivel 1 4. El promedio de las edades de 7 personas es 57 años. 
Si ninguna de ellas es mayor de 60 años, entonces la 


El promedio aritmético de 7 números es 81; al au- mínima edad que puede tener cualquiera de ellas es 


mentar un octavo número, el promedio aumenta en 
2 unidades. Halle el octavo número. A) 40. B) 39. C) 38. 


A) 85 B) 90 C) 95 Dt Epa 


D) 97 E) 103 Nivel 11 


El producto de dos números por su MA, por su MG 
y por su MH es 3125. Calcule la MG de dichos nú- 
meros. 


El promedio de 8 números distintos es 10; el pro- 
medio de otros 10 números también distintos es 8. 
Calcule el promedio de los 18 números. 

A) 4 B) 15 C) 5 


D) 9 E) 20 


A) 8 B) 9 C) 9,3 
D) 8,8 E) 7,5 


Un ciclista recorre alrededor de un cuadrado. El pri- 
mero de estos lados lo hace a 6 km/h; el segundo 
lado a 12 km/h; el tercero a 20 km/h, y el cuarto, a 
A) 122 B) 120 C) 130 30 km/h. La velocidad promedio del ciclista es 


La MG de tres números pares diferentes es 26. Cal- 
cule el promedio aritmético de dichos números. 


D) 131 E) 143 A) 12 km/h. B) 17 km/h. C) 15 km/h. 
D) 13 km/h. E) 16 km/h. 


34 $ Aquí nos preparamos, para servir mejor a Dios y al Hombre 


La MG de dos números es 1046. Si la MA y MH 
son dos números enteros consecutivos, halle uno de 
los números que se promedian. 


A) 15 B) 18 C) 20 
D) 25 E) 40 


El promedio de las edades de 30 hombres, 50 muje- 
res y 20 niños son 24; 20 y 10 años, respectivamen- 
te. Si disminuimos 4 años a cada hombre, aumenta- 
mos 2 años a las mujeres y aumentamos 1 año a los 
niños, determine el promedio de las edades de las 
100 personas. 


A) 12 años 
C) 11,8 años 
E) 11,6 años 


B) 12,4 años 
D) 19,2 años 


Colegio Particular 


Aritmética 


Nivel 11 
La media aritmética de dos números que se dife- 


rencian en 24 excede a su media geométrica en 4. 
Calcule la media armónica de los números. 


A) 12,7 B) 13 C) 14 
D) 15 E) 12,8 


. La media aritmética de 15 números pares de dos 


cifras es 24, de otros 20 números pares también 
de dos cifras es 66. ¿Cuál es la media aritmética 
de los números pares de dos cifras no considera- 
dos? 


A) 70 B) 75 C) 80 
D) 90 E) 42 


